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2024年全国高中数学联赛试题【第一试】一、选择题（本题满分36分，每小题6分）1、设锐角q使关于x的方程有重根，则q的弧度数为A．B。C。D。答：[]2、已知M=，N=，若对于所有的，均有则的取值范围是A．[]B。（）C。（）D。[]答：...
2024年全国高中数学联赛试题
【第一试】
一、选择题（本题满分36分，每小题6分）
1、设锐角q使关于x的方程有重根，则q的弧度数为
A．
B。
C。
D。
答：[
]
2、已知M=，N=，若对于所有的，均有则的取值范围是
A．[]
B。（）C。（）
D。[]
答：[
]
3、不等式>0的解集是
A．[2，3]
B。（2，3）
C。[2，4]
D。（2，4）
答：[
]
4、设O点在△ABC内部，且有，则△ABC的面积与△AOC的面积之比为
A．2
B。
C。3
D。
答：[
]
5、设三位数，若以为三条边的长可以构成一个
等腰（含等边）三角形，则这样的三位数有
A．45个
B。81个
C。165个
D。216个
答：[
]
6、顶点为P的圆锥的轴截面是等腰直角三角形，A是底面圆周上的点，B是底面圆内的点，O为底面圆的圆心，AB⊥OB，垂足为B，OH⊥PB，垂足为H，且PA=4，C是PA的中点，则当三棱锥O—HPC的体积最大时，OB的长是
A．
B。
C。
D。
答：[
]
二、填空题（本题满分54分，每小题9分）
7、在平面直角坐标系中，函数在一个最小正周期长的区间上的图像与函数的图像所围成的封闭图形的面积是_____________。
8、设函数满足，且对任意的，都有=，则。
9、如图，正方体中，二面角的度数是______________。
10、设是给定的奇质数，正整数使得也
是一个正整数，则=________________。
11、已知数列满足关系式
且，则的值是______。
12、在平面直角坐标系中，给定两点M（-1，2）和N（1，4），点P在X轴上移动，当∠MPN取最大值时，点P的横坐标是___________。
三、解答题（本题满分60分，每小题20分）
13、一项“过关游戏”规则规定：在第关要抛掷一颗骰子次，如果这次抛掷所出现的点数之和大于，则算过关。问：
（Ⅰ）某人在这项游戏中最多能过几关？
（Ⅱ）他连过前三关的概率是多少？
（注：骰子是一个在各面上分别有1，2，3，4，5，6点数的均匀正方体。抛掷骰子落地静止后，向上一面的点数为出现点数。）
14、在平面直角坐标系中，给定三点A（0，），B（-1，0），C（1，0）。点P到直线BC的距离是该点到直线AB、AC距离的等比中顶。
（Ⅰ）求点P的轨迹方程；
（Ⅱ）若直线L经过△ABC的内心（设为D），且与P点的轨迹恰好有3个公共点，求L的斜率的取值范围。
15、已知、是方程（）的两个不等实根，函数的定义域为[，]。
（Ⅰ）求
（Ⅱ）证明：对于，若，则。
【第二试】
一、（本题满分50分）
在锐角△ABC中，AB上的高CE与AC上的高BD相
交于点H，以DE为直径的圆分别交AB、AC于F、G两点，FG与AH相交于点K，已知BC=25，BD=20，BE=7，求
AK的长。
二、（本题满分50分）
在平面直角坐标系中，轴正半轴上的点列与曲线（≥0）上的点列满足，直线在X轴上的截距为，点的横坐标为。
（Ⅰ）证明>>4。
（Ⅱ）证明有，使得对都有b，必须满足。此时，不能构成三角形的数码是
a
b
4，3
2，1
4，3
2，1
3，2
3，2
1，2
1，2
共20种情况。
同时，每个数码组（a，b）中的二个数码填上三个数位，有种情况。
故。
综上。
6、解：
。C是PA中点，最大，也即最大。
此时，故选D。
二、填空题（本题满分54分，每小题9分）
7、解：，它的最小正周期为，振幅为。由的图像与的图像围成的封闭图形的对称性，可将这图形割补成长为、宽为的长方形，故它的面积是。
8、解：
=
即。
9、解：连结，垂足为E，延长CE交于F，则，连结AE，由对称性知是二面角的平面角。
连结AC，设AB=1，则
中，在的补角。
10、解：设，从而是平方数，设为
。（负值舍去）
11、解：设
即
故数列是公比为2的等比数列。
12、解：经过M、N两点的圆的圆心在线段MN的垂直平分线y=3－x上，设圆心为
S（a，3－a），则圆S的方程为：
对于定长的弦在优弧上所对的圆周角会随着圆的半径减小而角度增大，所以，当取最大值时，经过M，N，P三点的圆S必与X轴相切于点P，即圆S的方程中的a值必须满足解得
a=1或a=－7。
即对应的切点分别为，而过点M，N，的圆的半径大于过点M，N，P的圆的半径，所以，故点P（1，0）为所求，所以点P的横坐标为1。
三、解答题（本题满分60分，每小题20分）
13、解：由于骰子是均匀的正方体，所以抛掷后各点数出现的可能性是相等的。
（Ⅰ）因骰子出现的点数最大为6，而，因此，当时，n次出现的点数之和大于已不可能。即这是一个不可能事件，过关的概率为0。所以最多只能连过4关。
.......5分
（Ⅱ）设事件为“第n关过关失败”，则对立事件为“第n关过关成功”。
第n关游戏中，基本事件总数为个。
第1关：事件所含基本事件数为2（即出现点数为1和2这两种情况），过此关的概率为：。
第2关：事件所含基本事件数为方程当a分别取2，3，4时的正整数解组数之和。即有（个）。
过此关的概率为：。
........10分
第3关：事件所含基本事件为方程当a分别取3，4，5，6，7，8时的正整数解组数之和。即有（个）。
过此关的概率为：。
.........15分
故连过前三关的概率为：。
........20分
（说明：第2，3关的基本事件数也可以列举出来）
14、解：（Ⅰ）直线AB、AC、BC的方程依次为。点到AB、AC、BC的距离依次为。依设，即，化简得点P的轨迹方程为
圆S：
......5分
（Ⅱ）由前知，点P的轨迹包含两部分
圆S：
①
与双曲线T：
②
因为B（－1，0）和C（1，0）是适合题设条件的点，所以点B和点C在点P的轨迹上，且点P的轨迹曲线S与T的公共点只有B、C两点。的内心D也是适合题设条件的点，由，解得，且知它在圆S上。直线L经过D，且与点P的轨迹有3个公共点，所以，L的斜率存在，设L的方程为
③
（i）当k=0时，L与圆S相切，有唯一的公共点D；此时，直线平行于x轴，表明L与双曲线有不同于D的两个公共点，所以L恰好与点P的轨迹有3个公共点。......10分
（ii）当时，L与圆S有两个不同的交点。这时，L与点P的轨迹恰有3个公共点只能有两种情况：
情况1：直线L经过点B或点C，此时L的斜率，直线L的方程为。代入方程②得，解得。表明直线BD与曲线T有2个交点B、E；直线CD与曲线T有2个交点C、F。
故当时，L恰好与点P的轨迹有3个公共点。
......15分
情况2：直线L不经过点B和C（即），因为L与S有两个不同的交点，所以L与双曲线T有且只有一个公共点。即方程组有且只有一组实数解，消去y并化简得
该方程有唯一实数解的充要条件是
④
或
⑤
解方程④得，解方程⑤得。
综合得直线L的斜率k的取值范围是有限集。
......20分
15、解：（Ⅰ）设
则
又
故在区间上是增函数。
.......5分
......10分
（Ⅱ）证：
....15分，而均值不等式与柯西不等式中，等号不能同时成立，......20分
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